Prof. Dr. Alfred Toth
Zeichen und Modellbegriff IV

1. Ich mochte meinen Ausfiihrungen einige Definitionen und Theoreme aus
Schwabhauser (1971, S.94 f,, 116 u. 122 f.) voranstellen:

2y Theorien und ¥lassen von Strukturen

2.1, Cherskterisierung von Klassen won Strukturen

In B=ispiel 2], 5. 37, haben wir gesehen, dase das dort
angegenans unendliche Axiomensyestem EKD.C' die Flasse der
Korper der Chorskteristilk Wull "echarskteriziert” (gensu
Aie Strukturen sus dleser ¥lasae als Modslle besitzt). In
diesem Abschnitt soll unter esnderem gezeigt werden, daas
es kein "gleichwertigea” oder "gleleh- starkea” endlichea
Axlomenasyatem gibt. Eipen entsprechenden Begriff der Gleich=

wertigkeit haben wir zunfchst zu prisiaieren.

Definition: 2; ist STARKER sle Z, bzw, I, lst SCHAACHER |
als B, (%, |= ;) gdw fir jedea o€ 5, gllt Eyl= o .

Definitien: I, lst OLEICH- STARK oder much EQUIVALERT
mit Zp (Zy=l= B2) @dw 3, |= 3, und Z. k= E, .

Satz 2.,1.1.1 Sel A eine Sprache zum Typ 4 und vaA

fir %=1,2 . Dann &ind die folgenden Badingungen unter-
einander Sguivalents

{1) Iil=Ts

(11} zpCcon, (2.} o

{111} [:“_n'.rz-p} < :Tln'[711} v

{iv}  Jjedes Modell wom Typ,4 von I, ist auch Medell von By

Bewels: Das ergibt eich Balort aud den Definitionen und des
Hilleneigenschalten von Cn, .

Korallar 2.1.2: !nter deneélben Voraussetzungen alnd aush
untereinander Squivalent:

1y 3, o= 22 .

(11) 3,<Cn, (%) und x,-:{:nnla.) g

{111} Cn,(2,) = Cn,(2Z;) ,

{iv) Z; umdl Iy hsben dieselben Modelle vom Typ & .

Btz 2.1.3.0 |= ist Quasiordnung auf @[A, d.h. 8 gilt
(1} 22 und

(L) wenn By|= By wnd Byl 2y , 80 3,0=3; .
Eeweisi Am einfachaten erhilt man das, indem man |=
Aurch die Beziehung (iii) won Sate 2,1.1. ausdriickt.

Eorollar Z.1.4,1 =ll= 12t Aguivalenzrelation auf Ta ,

d.h. e gelten

(1) 2af= 2
(11} wenn Z,=l= Iy , B0 Zgsl= I,
{111) wenn ZE,=l= Z; und Za=l= Iy , B0 3,=l=E; .

Gatz 2,1.5.1 Wenn 3 ﬁherhal;pt gleich - atark mit einer
endlichen Nenge von Ausdricken ist, sc ist o8 schon
gleleh- atark mit einer endlichen Telilmenge von eich
selbst.

Beweiss Sel E=fl= ' , webel 3'= jay,.esani (nsH) ,
und a= r_nl a, « Offenbar ist X' =l= |a] , alac auch

== [a] “and speziell Z|= o . Nech dem Endlichkeits-
eate (1.6.4.) folgt a schon sus einer endlichen Teilmenge
2" von 3 , ffir diese ist somit 2" = {al . Mit jal|= 2
ergibt sich 2"|= 2 . Zfk E" gllt trivialerweise wegen
E'CZ . Also leistet R das Verlangte.

Bate 2.1.6.: DEs Axlomsnsystem pr.G von S.37 fur
Kirper der Charakteristik Mull ist nleht gleieh- atark
nit elner endlichen Menge von Axiomen (Ausdricken) (in
der Pradikatenlogik der ersten Stufel}).

Beweis: HNehmen wir an, dass ZKp,CI doch gléich= stark mit
einer splehen Menge ist. Sel dann 3' gemass Satz 2.1.5.
eine endliche Tellmengs von By, o it Iy, o == 2" .

Sei p aeine Primzshl, so dasa = y_p ¢ 2! fe:.ne Holche
exigtiert, dm Z' endlich fst). I=t nun ¥ ein Korper der
Charakteristik p , so gilt % Mod 2' , sber nicht

% Mod zﬂp,{: . Kaph Karollar 2.1.2. lat alao nicht

Im Bereich der verbalen Zeichen ist dasjenige semiotische Repertoire das
,starkere“, das z.B. neben standarddeutschen Wortern und Phasen auch
solche aus Dialekten enthalt. Beispiele: stdt. wischen, stgalldt. wiische, fo6rbe;
stdt. Butter f., stgalldt. Putter m., berndt., zlirichdt. Ankche; stdt. Idiot, stgalldt.

Tubel, Lo06li, usw.



Zin susdruck + der hierbel suftretenden Ferm
L ...'-1n{11x1 o 8} bzw. Axng.ohx Ayl .. Sy e &) .
wobcl die angegesbenen geperslisierten Varisblen peaarseise
veprachieden sind und & beliebig mit Fr(a) © [x,,...x_|
bew. Fr(4) C ;’xl,..,xﬂ,y!‘. s helset eine FORMALE DEFINI-
TION (ein Ausdruck wvon Definitionscharak ter) Mir B baw,.

f ; dmbef heiszat &6 Aas TDEFINIENDS und R.x1...xn bzwe

f"1””‘m & y das DEFINIENDUM der formalen Definition o .

{In der sngegebenen Form st ¢ eine Aussage. Blswellen
wepden gher die angegebenen Gensralisierungen sm Anfang
auch wcgp{claua:n.}
Bemerkungens 1. I2t eine Funktionskonstante £ inT
derfinierber nmit einem definiens & wie oben, so ist
.'\x_l...l'\.xn:“-'y 8 £T.

2. FEine Einrénhrung ven {Termen mit) Funktionszeichen
als Abkirzungen (ohns inderung der Objekxtsprache, srste
M3gliehkeit auf &,114), ist mit unseren Mitteln nicht
immer moglich. Sie ist jedoch miglich, wenn eine Forme-
lisierung der Prédiketenlogik mit "bestimmtem Artilcel™
pugrundegelegt wird {vgl. ctwa Schroter [56]).

Tefinitions BSelen T,, Ty Theorien mit T,CT; ; sei

-T.r LF TR f?= Az«

Ta 1at elne DEFINITORIECEE ERWEITERUNG won Ty au® Grund

der Menge % von formslen Definitionern oder auch T, eine

DEFINITORISCHE EINSCHRANKUNG won Tp suf Grund von @ gen

dann, wenn gilt

{1) @ ist eina Menge von formalen Definitionen mit de=-
finiena in A, und defini¢éndum in Ap= Ay , und zu
Jjeder Ecnotenten R bzw. I won Ay , die nicht in A,
vorkomat (kurz: "neue" Konstente), gibt £% Fenaa cin

{2} Fir Funktionskonstanten gllt susscrdams
wenn L"r_; nx1...f\xm.ﬂ¢-ffx1..xm L 61.] €8 , a0
.’uc_l...lm'- L1 ET, «

{3) Te =cnlTyue) .

Satg #,3.1.: Sel Ty Theerle, T,=4, , 4: Erwelterungs-
sprache von A, , 8 Wenge von formalen Derinitiomen mit
den Eigenscheften {1) und (2). Denn gibt es genau eine

definitordische Srwelterung Ty von T, auf Grund von & .

Beweiny Gemfse (3) 1at Ty durch T, und 8 sindeatip
feotgelegt.

Setz 2.3.2.5 Yor.: Ty sel dafinitorische Erwelterung

vern Ty auf dJrumd von & , -I-u sel EBprache zom Typ J\__,

[v=1,2).
Behat
(1) Aug jedem Wodell %y von T, cnteteht dureh weglassen

der den neuén Konstanten entsprechendsn Funktionen
und Relationen ein Modell %, won T, .

(11}  Aue jedsm ModsXl 9, won T, (vom Typ 4,) ontsteht
durch Hinzunanme geeigneter Munktionen und Relsti-
onen fir die neuen Fonstanten ein Wodell ¥, vom Ta
{vom Typ 4p); dlesss ist eindeutig bestimmt,

{41) Ty =Tan T,

{iv) Ty ist endliche Erwelterung wen T, genau denn,
wenn 8 endlich ist,

(v] Bir eine geeignete Punktion B4 von Tz in T, ,
die unten konstrulert wird (Bildung einer "Beduzier-
ten” BRd{e) voen o dureh Elimination der neuen
Kanstanten, effaktive Xonstruktion for Sprachen
mit Bezeichnungesystem!) gilt:

g  mafa)-a .

JE€8 , bel dem ® bezw. £ im definiendun steht {wir ;
(vi) Wenh c€Ty , 20 Rila) € T

bezeichnen diesen Ausdruck mit 1?,1‘ bzw. ﬂf}.

Definitorische Erweiterungen bedeutet also die Einfiihrung neuer Konstanten.
Semiotisch sind diese primar als 0-stellige Relationen zu interpretieren. Ein in
Toth (2007) extensiv betriebenes Experiment ist die Erweiterung der
triadisch-trichotomischen nicht-transzendenten Peirceschen Zeichenklasse
ZR = (M, O, I) zur tetradisch-trichotomischen Zeichenklasse ZR* = (Q, M, O, )
mit eingebettetem Objekt als Vorstufe zu einer polykontexturaklen Zeichen-
klasse, da hier die Kontexturgrenze zwischen bezeichnetem Objekt (1) und
bezeichnendem Objekt bzw. Objektbezug (O). Man kann allerdings, wie in
friiheren Arbeiten ebenfalls gezeigt, jede der drei Peirceschen semiotischen
Kategorien mit ihrem ontologischen Gegenstiick erganzen und so von einer
partiell-transzendenten zu einer voll-transzendenten Zeichenrelation
libergehen unter Einbettung auch des realen Mittels und des effektiven
Interpreten in die nunmehr 6-stellige Zeichenrelation (ZR*** = (M, Q, 3, M,
0, I). Ontologische Kategorien sind grundsatzlich als Konstanten und d.h. als
0-stellige Relationen aufzufassen.



ad {3}: Ea 1at Cn{T,u8) C Tz , 48 Tyud CTy .

Fir beliebiges of€T, 18t T,uéle RBdfa) +.o (nach obi-
ger Beh.(v)}), andererseits RA{a} GTgn.f' =T; und da=-
mit ebenfalls Tyua = Rd(a) y also (Abtrennung!)
Tivdl-a , d.h. a€Cn(T,ve) . Daher hat man auch

Tz € Cal(TyuB) , womit (3) geseigt ist.

Batz 3.3.4.: Sel T Theorie und A, Teilsprache von T, .
Wenn jede ("neue") Honstante von Tg , die nicht in A,
vorkemmt, in T, definierbar ist mit Konstanten von A, ,
dann ist Ta definitorieche Erweiterung wvon T, e Tan iy

Bewelss Tshle auf Grund der Vorsussetzung zu Jeder neuen
Konetanten eine Definition € Tp {Auswahlaxicm) znd bilde
dearaus eine Menge & von Cormalen Delinitionen. Dann liefart
Setz 2.3.3. des Gewinschte.

{Das Auswshlexiom wird offenbar nicht bendtipt, wenn A,
abzahlbar oder dies Menge der neuen Konstanten endlich ist.)

In 2.1. hatten wir die Begriffe "stérker als" und
"gleichsstark" fiir Ausdruckemengen (Axiomencysteme) der—
selben Sprache eingefiinrt. dir konnen mun such fiir Ausdrucks
mengen in verschiedenen Sprachen etwes Entaprechendes ein-
filhren unter Benutzung formeler Definitionen.

Definitions %, ist FOTENTINLL STERKER ala 3, auf Grund
von @ [3, I=S st %s) geneu danm, wenn e€s eine Theorie

Ty mit dem Axiomensystem %, gibt, s¢ dass E; enthalten ist
in der definitorischen Erwelterung won T, suf Grund von
8 .

Hiarbei ist zugelassen, dass die Bprache A, = *’. Z—
sdtzliche Konstanten enthdlt, die in 3, nicht vorkommen.
Somit ist A, (und damit T, = Cnm(ZJ) Eicht. eindeutig
bestimmt. Eine von dieser Sprache unabhangige Charakteri=
sierung liefert der folgende 3atz.

Die schwache potentielle Iquivslenz it von der Defini-
tion her das gonaue Oegonstick zur Kquivelenz von Ausdrucks—|
mengen., In diesem Fall hat man aber keine Bezlshung zwischen
den durch dis Definition gegebenen beiden definitorischen
Krweitepungen. Fir dle potentielle Kguivalenz dagegen er-—
halten wir aus Satz 2.3.5. den

Sets 2.3.7.: Sei A eine beliebige Sprache mit
2y,32.8,,8 C A . Dann ist I, E?'I pqtkh i, gdw. es
Theorien Ty, Te mit den Axlomensystemen 2; bzw. 2, gibt,
die in der 3prache A eine gemelnseme definitoriache Er-
weiterung T auf Grumd von &, bzw. auf Grund von @; be-
sitzen (und dann ist T= On (B, ud) = Cn {Zaud) )a

Sats 2.3.8.1 3y tf.[pot|=a, Zg genau dann, wenn @, mit ¥,
und 8; mit 2, die Bedingungen (1') und (2"} eus Satz 2.3.5.
erfallén und duscerden gilt: |
By} 24 |= [Rdw‘(nHU.E!:,uGl,] und

(Ry) 2zl Ry (a)la € 23yud,] .

Beweiss (+): Die Bedingungen (1') und (2') ergeben sich
gofort aus Satz 2.3.5.. Selen A,T,T;,T: wie in Satz 2.3.7.
gewdnhlt. Ist a € Zaudy , 20 I8t aET , slseo

Rd®1(0.) € T, nach Beh.(vi) von Satz 2.3.2. und damit

2 |= Hda‘{u,) . Somit gilt such (R, ). Analog ergibt sich
[Ry;) (unter Vaertanschung der Indizes 1 und 2).

{+): Ist 0 € ZuBy , 30 18t 3, |= Rd&1 {a) wegen {R1J,
apdepsrseite @, |= E.c'.a‘{u.) = g , nach der Abtrennungsre-
gel also E,u 8, |= a . Damit haden wir 2,u®@,; |= Zpuv0e,
Anplog {unter Vertouschung der Indizes) ergibt aien die
umgekehrte Richtung. Somit 15t 2,vw &, =l f3u8; . Nach
Satz 2.3.5. ist susserdem I, I=a' pot Fe und

Es |---EE pot I1 (e g1it such jewells die Bedingung (3')).
Damit heben wir das in der Definition der potentiellen
Agquivalenz Verlangte.

Definitions Fiir eine Menge @ von formalen Definitionen
bedeute K-El die ¥enge der Konstanten, die in einem defi-
niendum eines & @ suftreten,

Satz 2.3.5.1 34 by pot Bz E£ensu dann, venn
(1") @ ist elne Nenge von formalen Definltionen derart,
daes Jede Hopstante sus K?.i
im definiendum und in keinem & 3 im definiens
ateht.
(2"} Die Konstanten sus Ky kommen in Iy nieht vor,
und fiir Funktionzkénstanten fEK_ pgilts
Wenm  AXyes AXgAF{ER caaXp = 5 = 5,.] £ 8 , 80
3yl Axyeu kT B, %
(3') Zyvel= 2z ([Def. 3.54) .
Zum Beweis: Aus I, 1:.9 ot Ee erhilt man chne Schwierig=-
keiten die Sedingungen (*'),(2']1,(3'), Beim feweis dep
Unkehrang kann man won einer beliebigen Sprache A ausgehen,
die die gegebenen Mengen umfasst, und demit gleich noch
den folgenden Satz bewelsen, depr den U‘ber'r:an.? zu anderen
Eprachern in der Definition ermBglicht.

in genmu einem Je @

Sate 2.§.B.| Sei A eine beliebige 3prache =it %,,%.,8 CA ,
Ay die Sprache, die sus A durch Neglaesen der Konstsnten
aus K, entsteht, 2,C A, und T, = Cn.-’L. (Z;)} - Dann i1st
Iy |=-3 pot Ey getnau danm, wenn %, enthalten ist in der de-
finitorischen Erweiterung T wvon T; auf Grund won o

{und dann ist T= Cnn(k‘.,uiﬂ).

Definition: %, iet SCHAACH POTEFTIELL AGUIVALENT mit
Za euf Grund von 9, und Sy (3, gl |=?= I} gensu dann,
WETDL 4 L=a‘ pot 22 und I |=_.‘:

pot 21

Definition: 3z, 18t POTENTIELL EQUIVALENT =it I, auf
Crund von @, und 8, {3, ’ﬂ pot |=S-; %a) gFenau dann, wenn
21 gl aplmg, Bz wnd EiuSisk Zzu9; .

datz 2.3.9.3 Yor.: 8, ist endlich, 3, 6—1| Wt'=@¢ Z; wund

2, Aquivalent zu einem endlichen Axiomensystem.
Beh.: Zo 18t Aquivalent zu ainem endllchen Axlomensystem.

Bewelss Men kann sich zundchst suf endliche Mengen. g

von formelen Definitionen beschranken, Nach Voraussetzung
gilt nAmlich Z,u@; =l Bpu8y wd Eyudsl= Zua, ,
wobei 2 ein endliches Axiomensystem von E, ist. Somit Ist
Zpu@p Bguivalent mit der endlichen Memge Z2u 8, , =l8o
gitt es nach Satz 2.1.5. eine endliche Teilmenge @ von
@y mit ZguBgps=l= Zau 8} j fir eine solche hat man Eumit
1 @—_J putl'eé Zs (vgl. Def. und Sate 2'3f5')' Wir konnen
also 0.B.d.A. Bnnehmen, dass @, endlich ist. Selen A,T,
Ti» Tz wie in Satz 2.3.7. gewdhlt. Dann hat

T= cnh(z, v@,) ein endliches Axiomensystem. Dass daraus
gemies Beh.{vii) won Batz 2.3.2. konatruierte Axiomensystem
£ der definitorischen Einechrinkung Ts = Cng (Zz) vonT
it dann ebenfalle endlich, ds in 8, insbesondere nur end-
lieh viele neue Punktlonskonstanten vorkommen. Somit 1at
I, Squivalent mit der endlichen Menge Bp .

Bizher haben wir bel der Festatellung der potentiellen
Aquivalenz stete die rugrundeliegenden Mengen @, und @g
von formelen Definiticnen mit engegeben. Fir das Folgende
{ntercssieéren uns nur noch Sprachen Ay,hp, zZwischen denen
durch diese Definitionen ein Thergang hergestellt wird,
d.h. mit den Bezeichnungen von Sats 2,3,.7., die Sprachen
Ay=T, und a,=TF; fir gecignetes A .

Definitions 2, 18t mit A, potentiell Sguivalent zu 2,
nmit A, gensu dann, wenn es Mengen 8,,8; und eine Sprache
A it Eya3e,8,,8s C & gibt, sc dass F, Ef!'pot.l'ﬁz Eg
und fir w=1,2 gilts Die Sprache A, entsteht aus & dureh
#eglassen der Konstanten von Ky .« (5ind ©,,05,A 50 ge=

i

wihlt, so gllt insbesonderes Z,C A, , und jedes definiens



Hier geschieht die Ausweitung nicht nur fiir 1 semiotisches Repertoire,
sondern auf mehrere. Theoretisch ist eine Zeichenrelation ZR = {{M}, M, O, I}
auf ZR+ = {{{Mi}, M, O, I} mit einer Menge bzw. Familie von Repertoires
moglich. Z.B. kann eine solche Familie mehrere das Lexikon einer Standard-
sprache sowie die Regionalworterbiicher von Einzeldialekten umfassen. Sie
kann aber auch Lexika verschiedener Sprachen umfassen. Z.B. liefert ist die
Bedingung der Zeichenhaftigkeit fiir ung. fa ,Wald“ in {M1} = Deutsch nicht
erflllt, aber in {M2} erfiillt, falls wir von {{M}} = {M1, M.} ausgehen.

Anhand der wenigen Beispiele, die hier beigebracht werdne konnte, kann man
ermessen, dass sich die Modelltheorie gerade dort eignet, wo ,gemeinsame
Einbruchstellen von Semiotik und Linguistik” (Bense) vorliegen.
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